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Résumé :
Une formulation compacte d’ordre quatre est développée pour la résolution des équations de Navier Stokes 2D.
Le schéma utilisé est d’ordre quatre en espace et d’ordre deux en temps. La méthode numérique, qui permet
d’obtenir aussi bien les solutions linéarisées ou non en régime stationnaire ou instationnaire, est testée sur le
problème de la cavité rectangulaire pour différents nombres de Reynolds allant jusqu’à Re = 20000. La méthode
est ensuite appliquée au problème d’écoulement sur plaque plane pour un nombre de Reynolds de 1000. Les
résultats numériques sont en très bon accord avec les solutions analytiques et celles issues de la littérature.
Abstract :
A fourth-order compact formulation is developed to solve the 2D Navier-Stokes equations. The scheme is shown
to be fourth-order accurate in space and second order accurate in time. The numerical method, which can capture
both in the steady and unsteady stages the linearized or non linear solutions, is tested on the lid driven cavity
problem for various Reynolds numbers up to Re = 20000. The method is then applied to the flow over a flat
plate for a Reynolds number of 1000. The numerical results are in very good agreement with the analytical and
benchmark solutions found from the literature.
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1 Introduction
Ce travail traite de la résolution des équations de Navier-Stokes pour l’écoulement lami-
naire incompressible d’un fluide newtonien en régime instationnaire. Le propos de cette étude
est l’élaboration d’un code de calcul bidimensionnel précis et fiable pour la simulation des
équations de Navier-Stokes perturbées, linéarisées au voisinage d’un écoulement de base 2D.
Les équations de Navier-Stokes sont résolues en formulation vorticité-fonction de courant par
la méthode des différences finies avec un schéma compact d’ordre quatre en espace Kalita et
al. (2002). La discrétisation temporelle, précise au second ordre, est effectuée avec la méthode
A.D.I Braza (1981) et Douglas (1962). Différentes conditions aux limites du domaine, qu’il
soit borné ou infini, sont testées (Dirichlet, Neumann, condition de non réflexion en sortie du
domaine Jin et al. (1993)). Nous développons la méthode numérique de résolution. Des résul-
tats numériques portant sur le problème du tourbillon de Green Taylor, l’écoulement de base
stationnaire sur plaque plane sans incidence et le problème de la cavité seront présentés par
comparaison avec des solutions théoriques et numériques issues de la littérature Saintlos et al.
(2002), Erturk et al. (2006) pour différentes valeurs du nombre de Reynolds (10000, 20000).
La méthode numérique est ensuite appliquée aux équations de Navier-Stokes perturbées et les
résultats sont comparés aux perturbations bidimensionnelles théoriques à l’état stationnaire.
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2 Formulation compacte d’ordre quatre - Méthode de résolution
Les équations de Navier-Stokes adimensionnelles pour un écoulement laminaire incom-
pressible instationnaire bidimensionnel en formulation vorticité-fonction de courant peuvent
se mettre sous la forme générale suivante :
c(x, y, t)
∂ω
∂x
+ d(x, y, t)
∂ω
∂y
= µ∆ω + Sω(x, y, t) (1)
∆ψ = Sψ(x, y, t) (2)
u =
∂ψ
∂y
, v = −
∂ψ
∂x
(3)
où x et y sont les coordonnées cartésiennes adimensionnalisées par rapport à une longueur de
référence L0. u et v représentent respectivement la vitesse longitudinale et normale de l’écou-
lement adimensionnalisées par rapport à une vitesse de référence U0. ω est la vorticité, ψ la
fonction courant, Re est le nombre de Reynolds, ∆ est l’opérateur Laplacien. c et d sont des
coefficients de convection variables, µ est la viscosité dynamique du fluide (µ = 1/Re) et Sω ,
Sψ sont des fonctions de forçage :
Sψ = −ω , Sω = g(x, y, t)−
∂ω
∂t
On définit respectivement les coefficients c, d, g par (4) et (5) suivant qu’on considère une solu-
tion de base non linéaire non triviale des équations de Navier Stokes, ou une solution perturbée
linéarisée au voisinage d’un champ de base (Ub,Vb,Ψb,Ωb) :
c(x, y, t) = u(x, y, t) , d(x, y, t) = v(x, y, t) , g(x, y, t) = 0 (4)
c(x, y, t) = Ub(x, y, t) + αu(x, y, t) , d(x, y, t) = Vb(x, y, t) + αv(x, y, t)
(5)
g(x, y, t) = −u(x, y, t)
∂Ωb
∂x
− v(x, y, t)
∂Ωb
∂y
Suivant que α = 1 ou α = 0, on prend en compte ou non les non linéarités liées aux
perturbations. On note que l’instationnarité de l’écoulement est incluse dans les termes sources
Sω et Sψ. La discrétisation précise au quatrième ordre des équations (1) et (2) avec la méthode
des différences finies est inspirée de Kalita et al. (2002) et conduit au système :
(c+A)δxω + (d+ B)δyω = µ(1 + C)δ
2
xω + µ(1 +D)δ
2
yω + Sω + E +O(h
4, h2k2, k4) (6)
δ2xψ + δ
2
yψ = Sψ + F +O(h
4, h2k2, k4) (7)
où les termes A,B,C,D,E ,F s’écrivent :
A =
[
h2
12
(δ2x −
c
µ
δx) +
k2
12
(δ2y −
d
µ
δy)
]
c , B =
[
h2
12
(δ2x −
c
µ
δx) +
k2
12
(δ2y −
d
µ
δy)
]
d
C =
h2
12
(
c2
µ2
−
2
µ
δxc) , D =
k2
12
(
d2
µ2
−
2
µ
δyd) , F =
[
h2
12
δ2x +
k2
12
δ2y
]
Sψ −
(h2 + k2)
12
δ2xδ
2
yψ
E =
[
h2
12
(δ2x −
c
µ
δx) +
k2
12
(δ2y −
d
µ
δy)
]
Sω +
µ(h2 + k2)
12
[
δ2xδ
2
y −
c
µ
δxδ
2
y −
d
µ
δ2xδy
]
ω
2
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+
[
(h2 + k2)
12µ
cd−
h2
6
δxd−
k2
6
δyc
]
δxδyω
où h et k sont respectivement les pas spatiaux dans les directions x et y et δx , δ2x (respecti-
vement δy , δ2y ) sont les dérivées premières et deuxièmes centrées d’ordre deux selon x (resp.
y). On remarque que l’annulation des termes A,B,C,D,E ,F permet de retrouver les équations
discrétisées au second ordre (O(h2, k2)) :
cδxω + dδyω = µδ
2
xω + µδ
2
yω + Sω +O(h
2, k2) , δ2xψ + δ
2
yψ = Sψ +O(h
2, k2)
En appliquant le schéma de Crank-Nicholson pour la discrétisation du terme temporel, l’équa-
tion (6) est résolue en utilisant la méthode A.D.I inspirée de Braza (1981) et Douglas (1962).
L’équation (7) est résolue en utilisant la méthode de factorisation exposée dans Karaa et al.
(2004). L’approximation du champ de vitesses u et v à l’ordre quatre s’écrit en fonction de la
vorticité ω et de la fonction courant ψ sous la forme :
u = δyψ +
k2
6
(δyω + δ
2
xδyψ) +O(k
4) , v = −δxψ −
h2
6
(δxω + δ
2
yδxψ) +O(h
4)
La méthode a été étendue à des pas d’espace variables. Les résultats suivants sont tous effectués
avec des pas d’espace constants. Le code de calcul utilisant le schéma d’ordre quatre met 48%
de temps de calcul en plus qu’un code utilisant un schéma d’ordre deux.
3 Résultats
3.1 Problème du tourbillon de Green-Taylor
Dans cette partie, on considère un écoulement instationnaire bidimensionnel dans un do-
maine rectangulaire de taille [0, pi]× [0, pi] dont la solution analytique s’écrit sous la forme :
ψ(x, y, t) = − cos(x) cos(y) exp(−2µt) , ω(x, y, t) = 2 cos(x) cos(y) exp(−2µt)
Sur la figure Fig.1, on représente la variation de l’erreur maximale dans tout le domaine entre
la solution numérique et la solution analytique pour différentes valeurs du pas temporel dt et
spatial h pour un nombre de Reynolds Re = 100 et un temps de simulation T = 0.5. Les
résultats montrent que le schéma est d’ordre quatre en espace (Fig.1 (a)) et d’ordre deux en
temps (Fig.1 (b)).
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(a) Erreurs spatiales sur ω et ψ : dt = 5.10−3
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(b) Erreurs temporelles sur ω et ψ : h = 1.97.10−1
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FIG. 1 – Erreurs spatiales et temporelles maximales entre la solution numérique et la solution analytique
dans tout le domaine sur la vorticité ω et la fonction courant ψ ; Re = 100 et T = 0.5.
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3.2 Écoulement dans une cavité rectangulaire
Le problème considéré ici est l’écoulement incompressible bidimensionnel dans la cavité
rectangulaire qui est fréquemment utilisé comme cas test pour la validation de codes traitant
de la résolution des équations de Navier-Stokes. La frontière supérieure de la cavité en y = 1
se déplaçant de gauche vers la droite met le fluide en mouvement à l’intérieur de la cavité. La
vitesse longitudinale et normale ainsi que la fonction courant sur cette frontière sont fixées à
u = 1, v = 0 et ψ = 0, alors qu’on a u = 0, v = 0 et ψ = 0 sur les autres frontières. En suivant
les idées de Erturk et al. (2006), des conditions aux limites de type Neumann au deuxième
ordre sont appliquées pour déterminer la vorticité aux frontières. La résolution se fait sur un
domaine rectangulaire de taille [0, 1] × [0, 1] avec une grille à espacement équidistant de taille
301× 301. Le pas temporel est fixé à ∆t = 5.10−3.
La figure Fig.2 montre les isocontours de la fonction courant ψ et de la vorticité ω obtenues
à l’état stationnaire pour deux nombres de Reynolds Re = 10000 et Re = 20000. Les résultats
obtenus sont en très bon accord avec les solutions numériques proposées dans la littérature,
notamment avec les résultats obtenues par Erturk et al. (2006). Quand on augmente le nombre
de Reynolds, on constate l’apparition de zones de recirculation dans les coins inférieurs à droite
et à gauche de la cavité ainsi que dans le coin supérieur gauche. Il est intéressant de noter que
la présente méthode permet de converger pour une grille 301× 301 contrairement à la méthode
d’ Erturk et al. (2006) nécessitant une grille de 601× 601 pour Re = 20000.
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FIG. 2 – Isocontours de la fonction courant et de la vorticité pour l’écoulement dans une cavité rectan-
gulaire. Re=10000 et Re=20000
3.3 Écoulement sur plaque plane
Dans cette partie, on considère l’écoulement incompressible bidimensionnel d’un fluide vis-
queux sur plaque plane semie-infinie faisant un angle ϕ par rapport à l’écoulement en amont.
Ce type d’écoulement a fait l’objet de nombreuses études aussi bien sur le plan théorique que
sur le plan numérique.
3.3.1 Écoulement de base
On s’est intéressé plus particulièrement à la solution semi-analytique développée par Saint-
los et al. (2002) qui ont proposé une approximation uniformément valable à l’ordre un des
écoulements stationnaires de type Falkner-Skan. Cette solution semi-analytique est implémen-
tée dans tout le domaine comme solution initiale du code de calcul. La condition d’adhérence
et celle de continuité sont utilisées comme conditions aux limites sur la paroi, on écrit la condi-
tion d’irrotationalité pour l’écoulement à l’infini et une condition de parabolicité en sortie du
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domaine. La résolution se fait sur un domaine rectangulaire de taille [1, 16] × [0, 10] avec une
grille à espacement équidistant de taille 301 × 501. Le pas temporel est fixé à ∆t = 10−2.
Sur la figure Fig.3, on a représenté les isocontours de la solution semi-analytique et la solution
numérique pour les deux composantes de la vitesse ainsi que la vorticité dans la couche limite,
obtenue à l’état stationnaire pour un nombre de Reynolds de Re = 1000. Les résultats obtenus
montrent un très bon accord entre la solution semi-analytique et numérique avec un écart relatif
maximal inférieur à 1% sur le champ des vitesses dans tout le domaine. Ce résultat permet la
validation de la méthode numérique quand à sa capacité à traiter avec une très grande précision
les problèmes faisant intervenir des écoulements bidimensionnels ouverts (non confinés).
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FIG. 3 – Isocontours du champ de vitesses et de la vorticité de l’écoulement sur plaque plane sans
incidence : (− · −) Solution semi-analytique, (−) Solution numérique. Re=1000
3.3.2 Perturbations du champ de base
On s’intéresse, dans cette partie, à la solution semi-analytique développée dans Saintlos
Brillac et al. (2007) qui ont proposé une approximation uniformément valable à l’ordre un
pour le modèle de perturbations bidimensionnelles sur plaque plane avec ou sans incidence.
Cette solution est utilisée comme solution initiale du code de perturbations. Le champ de base
est choisi comme la solution théorique issue de Saintlos et al. (2002). Les conditions aux
limites, le domaine de calcul et les pas spatiaux et temporel sont choisis comme dans la section
précédente. Sur la figure Fig.4, on représente les isocontours des solutions semi-analytique et
numérique pour les deux composantes de la vitesse dans la couche limite, obtenue à l’état
stationnaire pour un nombre de Reynolds de Re = 1000, ainsi que l’évolution de l’erreur au
cours du temps selon l’ordre deux ou quatre du schéma utilisé. Un très bon accord est obtenu
avec un écart relatif maximal inférieur à 0.5% sur le champ des vitesses dans tout le domaine.
4 Conclusions
Une méthode de résolution des équations de Navier Stokes 2D en formulation vorticité-
fonction de courant avec un schéma compact d’ordre quatre est développée. La méthode nu-
mérique est appliquée, pour différents types de conditions aux limites et nombres de Reynolds
allant jusqu’àRe = 20000 suivant les cas, au problème du tourbillon de Green-Taylor, à l’écou-
lement dans une cavité rectangulaire puis à l’écoulement sur plaque plane. Les résultats numé-
riques montrent un très bon accord avec les solutions analytiques et celles issues de la littérature.
La simulation numérique des équations de Navier-Stokes adjointes 2D associées au problème
des perturbations optimales en régime stationnaire pour un problème elliptique et leur contrôle
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dans le cas de l’écoulement sur une plaque plane est actuellement en cours de réalisation.
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FIG. 4 – Isocontours du champ de vitesses de l’écoulement aux perturbations sur plaque plane sans
incidence et évolution de l’erreur en fonction de l’ordre du schéma : Solution numérique (ordre 4 (−·−),
ordre 2 (−−)), Solution semi-analytique (−) . Re=1000
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